Lineare Dgl. 1. Ordnung

y + f@)y = g@)]|

Die allgemeine Losung der Dgl. im homogenen Fall ist

Y(z) = Yinn(T) = Yn + Ys
Bestimmung von yp,(x):
e iiber Trennung der Variablen oder

e Formel y, = ce JT@dr it c e R

y1(x)

Bestimmung von ys(z): Bestimme eine spezielle Losung der inhomogenen Dgl.
e iiber Variation der Konstanten (VdK)

e Ansatz: y; = c(x)yi(z) wird in die Dgl. eingesetzt, c(z) ergibt sich durch unbestimmte

Integration.

e Hinweis: Alle Terme c¢(z) fallen heraus, es diirfen nach VdK nur noch Terme in ¢(z) da

stehen!

Verwandte der linearen Dgl. 1. Ordnung

Bernoulli-Dgl.

Y +9(@)y =h(z)y", n#0;1|

Die Substitution z = '~ ergibt die lineare Dgl.
7+ (1—n)zg(z) = (1 —n)h(z)
Fahrplan:

1. Losung der Ersatz-Dgl. in z(x)

2. Riicksubstitution

Riccati-Dgl.

y' = f(x)y* + g(z)y + h(z)

Die Losung dieser DGLn ist im Allgemeinen nur moglich, wenn eine partikuldre (spezielle) Losung

Yp = Ys bereits bekannt ist.

/

1
Die Substitution y = ys + — fiihrt auf ¢/ =y, — 2—2 ergibt die lineare Dgl.:
z z

24 (2usf (z) + g(x)) 22 = — f(x)

Fahrplan: wie Bernoulli
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TdV-Differenzialgleichungen

Alle DGLn der Struktur

Y = f(z)g(y)

deren allgemeine Losung besteht aus allen

e speziellen Losungen (i. d. R. Nullstellen von g(y)) und

e Funktionen y = y(z), die sich aus

/;(13)=/f(93)dx gx) £0

ergeben.

Verwandte der TdV-Dgln.: Ahnlichkeits-Differenzialgleichungen

Ly =f (i) Ansatz: z(z) = CISONN y = z(z)z y =72 (2)x + 2()

2. |y =

flax + by + ¢) | Ansatz: 2(z) = ax + by(z) + ¢ = 2/ (z) = a + by (v)

3.1y =

Ansatz: Man betrachte die beiden Geraden ax + by(z) + ¢ =0 und dz + ey(z) + g =0

(a)

Fall (a): Die Geraden sind parallel, d. h. die Determinante der Koeffizientenmatrix

det @b =0.
d e

b
m fiihrt auf den Typ v’ = f(ax + by(x) + ¢).

Fall (b): Die Geraden schneiden sich im Punkt P = (xg,y0)". Die Determinante der

Losung: Division

a b
Koeefizientenmatrix ist det J = 0 und es ist eine Koordinatentransformation

e
notwendig:
d
Losung: Substitution v = x — z¢p und v = y — yo fihrt auf ¢ = d—v ergibt eine
U
Ahnlichkeits-Dgl. mit
v
dov - (v a+ ba
O R

d+e—
u
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Anfangswertaufgabe

Um die Anfangswertaufgabe

v +alx)y=rz), ylx) = yo‘ zu losen, wird die Integrations-

X
konstante ¢ durch Einsetzten der Anfangsbedingung angepasst. Mit A(z) = / a(7)dr gilt

o

y(z) = e_A(x)/ r(t)e ) dt + yoe ~A") = e ~AE) (/ r(t)et® dt + yo>

0 o

Trick Damit das Losung von Anfangswertaufgaben nicht als ,neues Verfahren“ verstanden wer-
den muss, kann auch mittels TdV oder einem anderen Verfahren zunéichst die allgemeine Losung
der DGL ohne Integrationsgrenzen mit unbestimmten Konstanten ermittelt werden. Durch Ein-

setzen der Anfangsbedingungen werden die Konstanten der (meist homogenen) DGL angepasst.
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Exakte Differenzialgleichungen

Alle Differenzialgleichungen der Struktur

|P(a,y)de +Q(w,y)dy =0 baw. P(z,y) + Q(z,y)y' =0

sind exakt, wenn die Integrabilitdtsbedingung

OP(z,y) 0Q(x,y)
oy  Ox

& P, = Q.

erfiillt ist. Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist eine Funktion F'(x,y) = ¢ mit

M=P(ﬂc,y)und dFiz,y) = Q(z,y).

¢ € R. Dabei ist F(z,y) eine Stammfunktion mit
dz dy

Bestimmung von F(x,y):

(a) % F(z,y) = P(z,y) bzw. F(z,y) = /P(:c,y) dz + Ci(y)

(b) ij@:,y) — Q(z,y) bew. F(z,y) = / Q) dy + Ca(x)

= verwende dann (a) und (b) zur Bestimmung von F(z,y). Genauer: Bestimmung der unbe-
kannten Funktionen C7 und Cs.
Fahrplan z. B.:

1. Fa,y) = /P(x,y) dz + Ci(y)

OF (z,y)

2. Bilde ay

= Q(z,y) und berechne daraus C}(y).

3. Lose die Gleichung nach y(z) auf, falls moglich.

Alternativ: Losung iiber ein Kurvenintegral 2. Art entlang eines achsenparallelen Weges

(z,y) x Yy
P(z,vy dz
(%%) :1:* = / P(s,yo)ds + / Q(z,t)dt = const.
Qz,7y) g )
(fﬂo,yo) S=xq t=yo
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Integrierender Faktor

Integrierende Faktoren werden bendtigt, um eine nicht exakte Differenzialgleichung exakt zu ma-
chen.
Der Integrierende Faktor ist eine Funktion M (z,y) # 0, wenn die Gleichung
P(z,y)dz+ Q(z,y)dy =0
durch Multiplikation mit M (z,y) in eine exakte Differenzialgleichung iibergeht. Der integrieren-

de Faktor geniigt der partiellen Differenzialgleichung
O In(M(z,y)) OIn(M(z,y)) _OP(z,y) 0Q(z,y)

Oft lisst sich der integrierende Faktor durch vereinfachende Annahmen (Vorgabe

einer inneren Funktion von M) bilden!

P M M
Bedingung fir 21: 00 00,4 Pl ) T = B a1 ) 1.Q(a ) PHEY
oder vereinfacht
MP, + MyP = MQ, + MxQ‘ Innere Ableitung von M(x,y) nicht vergessen!

Priifen der Exaktheit mit Multiplikator Ob der Multiplikator stimmt, kann durch Nach-
weis der Erfiilltheit der Integrabilitdtsbedingung an der hoffentlich exakten DGL erfolgen:
P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0 & (MP)dz + (MQ)dy =0

Ansitze Bedingung fiir M | Berechnungsvorschrift

M = M (x) ]\]\?:Pygg@ﬁ M(m):exp_—/$<€;;2—g>dx

M = M(y) ]\]\gzw M(y)zeXp_/]i((g)g—a@];)dy

M = M(zy) = M(2) Aﬂg:m M(2) = exp _/M@f—g]yg)dz
M= M(z+y) = M(2) ]‘Aﬁ:%_gy M(z):exp_/PlQ@f—ggﬁz

oY) M 2*(Q.—P) R )
uon(B) e | G- (e | [ g (H -5 ) e

M = M(2? +y?) = M(2) M _Qe=h M(z)—exp_/2(1<8Q aP)dz_

M 2(yP —zQ) yP—2Q) \dx 0y
M P,—Q. [ 1 0Q opr\ . |
M=) = M) | =g S e = | [ (5 - 5, ) o
_ z _ M/_yQ(P_Q:E)
u-u(3)-we |-t P

Tabelle 1: Ansétze fiir den integrierenden Faktor M (z,y) unter bestimmten Annahmen
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Homogene Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizi-

enten
y™ 4+ ap_1y™ D 4 4 ay + a1y + agy =0 ap € R
Gesamtlosung:
Yn = C1Y1 + ... CpYn ck €R
Dabei sind y1, ..., ¥y, n linear unabhéngige Funktionen. Sie heifen Basislosungen der DGL und

bilden ein Fundamentalsystem.

Losungsansatz: y(x) = e fiihrt auf das charakteristische Polynom:

N N 4 adFa A+ ap=0

Jede k-fache Losung des charakteristischen Polynoms liefert k& linear unabhéngige Losungen der
Dgl.!

k-fach reelle Losungen fiihren auf die Basislosungen |y = 2™e?® m=0,1,...,k—1

k-fach komplexe Lésungen: Uber die Formel von Euler

el” = cos(z) + jsin(x)

gelangt man zu folgender Erkenntnis: Komplexe Losungen spannen den gleichen (Lésungs-)Raum

auf wie die reellen Funktionen Sinus und Kosinus. Das fithrt auf die Lésungen mit

|y =2™e cos(bx)
A=a+bj m=0,1,...,k—1
y = x™e sin(bx)

in einem 2k-dimensionalen Teilraum des Losungsraumes.
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Inhomogene Lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizi-

enten

Y™ + a1y Y+ agy” + ary + agy = r(z) ap € R

Gesamtlosung: |y = ys + yp | Fahrplan:

1. Loésung der homogenen DGL bestimmen

2. Speziellen Ansatz bestimmen oder Variation der Konstanten

Ansatzverfahren Ist die Storfunktion r(x) vom Typ
‘r(w) = P(x)e cos(bx) + Q(x)e* sin(bx) ‘

und sind a, b reelle Zahlen, P, @) Polynome, kann man folgendes Verfahren anwenden:

(a) Normalfall: Es liegt keine Resonanz vor, d. h. A\ = a & bj sind nicht Losungen des charak-

ys = Pi(z)e® cos(bx) + Q1(x)e*” sin(bx) ‘ Normalansatz

teristischen Polynoms:

Dabei sind die Polynom Pj(x), Q1(z) Polynome mit unbestimmten Koeffizienten mit
deg(P1) = deg(Q1) = max {deg(P), deg(Q) }
(b) Resonanzfall: Der Normalansatz wird mit ¥ multipliziert, wenn A = a + bj k-fache Null-

stellen des charakteristischen Polynoms ist.

Superposition Ist 7(z) die Summe von Funktionen, fiir die man spezielle Ansétze hat, ist der

Ansatz die Summe der speziellen Ansétze (ggf. Resonanz beachten!).

Variation der Konstanten

1. Losung der homogenen DGL bestimmen, und zwar in der Form

yn(z) = c1y1(w) + caye(x) + ... + cpyn()

2. Ansatz flir ys; wihlen:
ys(x) = c1(x)y1(x) + co(@)ya(z) + . . . + cn(@)yn(x)

3. Losung der folgenden Matrixgleichung (bitte nicht per Hand!)
~1

i (x) y1(x) ya(x) . Yn () 0

o) | _ | wn) valz) ... yp(o) |0

a@) A\ @ @ ) )
4. Ermitteln von ¢;(z) = [di(z)dz mit i =1,...,n.

5. Einsetzen von ¢;(z) in ys(z).

6. Losung der DGL ergibt sich aus y(x) = yp(z) + ys(z) ©
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Euler-Differenzialgleichung

Die homogene Eulersche Differenzialgleichung hat die Form

2"y 4, 2y 4 paga?y +arxy +aoy =0  ap €R,x>0

Die Substitution fiihrt auf u(t) = y(e?) und damit auf eine homogene lineare DGL mit

konstanten Koeflizienten.
Bem.: Fiir 2 < 0 wird mit x = —e! angesetzt.

Wichtig sind die Substitutionen:

du d3u d?u du

r_ - 3,11 -3 92—

W= g S T TP
A2y du d*u d3u d?u du
2= gy = 66—+ 11— — 66—
VE e T wlt T P e Y

In technischen Anwendungen geht man nicht iiber die dritte Ableitung hinaus!
Fahrplan:
1. Losen der Ersatz-DGL in u(t)

2. Riicksubstitution
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Laplace-Transformation

Fltye—F () & F(o) = [ fear

d4joo
F(s)o—of(t)@f(t)zl‘/ ) F(s)e*ds = fe) 120 d > so
27) J5—ioo 0  t<0
Satze der Laplace-Transformation
Linearitét af(t)+ Bg(t) o—e aF(s)+ BG(s)
Faltung (f*xg)(t) o—e F(s)G(s)
Integrati t )t o—e 1F
ntegration /0 f(@) 5 (s)
Differenziation f'(t) o—e sF(s)— f(0")
frt) o—e s2F(s) = [sf(0F) + f'(07)]
fOt) o—e $"F(s) =) s"FfED(0T)
k=1
Verschiebung f(t—a) o—e e *F(s) t>a
f(t+a) o—e e [F(s)—/af(t)e“dt},a>0
0
Ahnlichkeit flat) o—e %F <2> a>0
Dampfung f(t)e™® o—e F(s+a)
Multiplikation tf(t) o—e (=1)"F™)(s)
Division %f(t) o—e /:o F(u)du

Tabelle 2: Sétze der Laplace-Transformation

ClassPad: Taschenrechner-Befehle Fiir alle Beispiele wird die Transformation einer von ¢

abhéngigen Funktion vorgenommen. Der jeweilige Laplace-Parameter sei s.

e laplace(f(t), t, s)

e invlaplace(F(s), s, t)

e laplace(DGL, unabh. Variable, abh. Variable, s)

o Oder L;(f(t))[s] baw. £ (F(s))[1]

TI: Taschenrechner-Befehle
Internet erhaltlich.

Link: www.ticalc.org/pub /nspire/basic/math/
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Konvergenzkriterien fiir Reihen
Reihen sind Summen iiber die Glieder einer Zahlenfolge {ay}.
Notwendiges Kriterium

[e.@]
e Wenn Z ap, konvergent ist, dann gilt klim ar = 0.
—00
k=0

o
e Wenn lim ay # 0 ist, dann ist Zak divergent.
k—o00

k=0
Quotientenkriterium
> konvergent fiir ¢ < 1
dg := lim e , dann ist Z ag & 1 . Fiir ¢ = 1 ist keine Aussage moglich.
kool Ak =0 divergent fir g > 1
Wurzelkriterium

s konvergent fiir ¢ < 1
Jq := lim +/|ag|, dann ist Z ag & 1 . Fiir ¢ = 1 ist keine Aussage mdglich.
k=00 =0 divergent fiir ¢ > 1

‘Ist das Quotientenkriterium anwendbar, so auch das Wurzelkriterium (und umgekehrt!). ‘

Leibnizkriterium
o0

Ist {(—1)’“@;} eine alternierende Zahlenfolge mit a; > 0, ist die Reihe Z(—l)kak nur konver-
k=0

gent, wenn {|ak|} eine monotone Nullfolge ist.

Integralkriterium

Ist f:[1;00) — R monoton fallend, dann gilt:
Z ay = Z f(k) konvergent < / f(z) dz konvergent
1

Grenzwertkriterium

Sind {a} und {bx} Folgen mit ax, by > 0 und

o0 oo
. a
0< lim % < oo = Z bi, konvergent < Z ay, konvergent
koo Ok k=1 k=1
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Vergleichskriterium

Majorantenkriterium

(o] (o]
Die Reihe Z ay, ist konvergent, wenn es eine konvergente Reihe Z bi, und ein kg gibt, so dass

k=0 k=0
|ak| < bpVEk > kg gilt.

Minorantenkriterium

o o
Die Reihe Zak ist divergent, wenn es eine divergente Reihe Zbk und ein kg gibt, so dass

k=0 k=0
0 < bp < apVk > kg gilt.

Grenzwerte spezieller Reihen

Die Werte einiger spezieller Reihen sind in Tafelwerken tabelliert (z. B. Bartsch S. 598 (23.
Aufl)).

© Christoph Laabs



Wichtige stetige Verteilungen

I Gleichverteilung

Dichtefunktion
fira<t<b
flty=40-a
0 sonst
Verteilungsfunktion:
0 falls z < a
Fz)=P(X <x)= i_ fallsa <z <b
1 fallsx > b
Dabei ist ) » )2
+a —a
x]="1 vix] = 0
IT Exponentialverteilung
Dichtefunktion
de M fiirt >0
f(t) = (A>0)
0 sonst
Verteilungsfunktion:
0 falls x <0
Fx)=P(X <z)=
1—e ™ fallsz >0
Dabei ist ) )
EX]=—- ViX]=—=

ITIT Normalverteilung

Eine stetige Zufallsgrofe X mit der Dichtefunktion

flt) = ! exp (_(t—,u)2>’ teR

oV 2 202

mit den Parametern p € R mit o > 0 heikt normalverteilt oder genauer N(u; 0?)-verteilt.

Speziell: p =0 und o = 1 ist die Standardnormalverteilung mit N(0;1).

Verteilungsfunktion:

1 (t — )?

= — dt
z) oV 2w /exp( 202
Es gilt:
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Berechnung:

mit
1 t2 ‘
O(z) = \/ﬂ/ exp (—2> dt =: erf(x)

Das heift, wenn die Zufallsgroke X gemif N(u; 02)-verteilt, so ist die standardisierte Zufallsgréfe
Y = (X_“) gemafs N(0; 1)-verteilt.

[

®(x),x > 0 ist tabelliert. Es gilt auch

O(—z)=1—P(x)
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Wichtige diskrete Verteilungen

I Binomialverteilung

Modell:  Wiederholbarer Zufallsvorgang mit n Versuchen (Stichproben): Ereignis A mit Wahr-
scheinlichkeit p = P(A) (,,Ziehen mit Zurticklegen®).
Eine Zufallsgrofie X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

n

sy =rex=0= (7

)pt(l—p)"t, t=0,1,...,n

heifst binomialverteilt oder genauer B(n; p)-verteilt. Fiir eine binomialverteilte Zufallsgrofe X
erhélt man:
E[X] = np VI[X] =np(1 - p)

Hypergeometrische Verteilung

Modell: Urne: ,Ziehen ohne Zuriicklegen®
N  Gesamtanzahl der Objekte

M Anzahl der Objekte mit der Eigenschaft A
n  Anzahl der Versuche

X  gezogene Objekte mit der Eigenschaft A.
Die Zufallsgrofe X ist dann hypergeometrisch-verteilt oder genauer H(N; M; n)-verteilt mit

p(Xﬂ(j‘f)((%?),

wobel tpi, = max [0, n— (N — M)], tmax = min(n, M).
Anmerkung: Fir N >> n lasst sich die H(N; M;n)-Verteilung durch B(n;p)-Verteilung gut

annahern. (Einfachere Berechnung!)

Poisson-Verteilung

Fiir die Binomialverteilung ergibt sich fir n — oo, p — 0 bei E[X]| = np =: A = const.:

)\t
lim (?)pt (1— p)n_t = He_A

n—00,p—0
Eine Zufallsgrofe X mit der Wahrscheinlichkeitsdichte
P(X =t)=—e ", t=0,1,2,..., A>0
heifit Poisson-verteilt oder genauer P(\)-verteilt. Dabei ist
E[X]= A VIX]=A
Wegen p — 0 wird die Poisson-Verteilung auch ,Gesetz der seltenen Ereignisse” genannt.
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Ubergang von Verteilungsfunktionen ineinander

B(n,p) A=np, n>30, p<O0.05
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Wichtige Konfidenzintervalle

Kurz: Ein Konfidenzintervall ist der Vertrauensbereich fiir die Schitzung eines bestimmten,
unbekannten Parameters. Aus dem Konfidenzintervall lassen sich Schliisse beziiglich der statis-

tischen Signifikanz ziehen.

Ziel Ein Parameter 9 soll geschétzt werden. Dabei soll
PV, <v9<Vy)=1—-«

gelten. Das Intervall [V, V,] heilt Konfidenzintervall fiir ¢ zum Konfidenzniveau 1 — o = €.

Ist die Grundgesamtheit normalverteilt, gelten folgende Zusammenhénge:

¥ = p bei bekanntem o? ¥ = p bei unbekanntem o>

o o S S
T — —F—21-2,% + —Z1-a T — —tnlefﬁ'f + —tn,Ll,g
\/ﬁ 2’ \/ﬁ 2 \/ﬁ 27 \/ﬁ 2

T zweiseitig T

- :

T — ——=21_q; 00 T— =t 11-a; oo>
N ) S

(—o0i7+ F21-a) (—00i7 + xtn-11-a]

1 einseitig 1

Tabelle 3: Konfidenzintervalle 1

Y = 02 bei bekanntem g Y = 02 bei unbekanntem p
ns*  ns’ (n—1)s* (n—1)s*
Xi;—% ’ Xi,% X?L—l,l—% ’ Xi—l,g

T zweiseitig T

ns? (n—1)s?
7 X 2 » 00
Xn,l—a Xn—Ll—oz
=2
(0; — (0; —("{1)52}
Xn,a Xn-1l,a
1 einseitig 1

1 1
mit 5% = - Z (2 — p)* und s% = Z (zr —T)°
!

n—1
k

Tabelle 4: Konfidenzintervalle 11
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Maximum-Likelihood-Estimation

— Parameterpunktschéatzer, ML-Methode, Maximum-Likelihood-Methodik

1. Aufstellen der Likelihood-Funktion L(¥), die in Abhéngigkeit des unbekannten Parameter-

vektors J die Plausibilitiit der beobachteten Stichprobenrealisation misst.

N
L= f(a1]0) - f(aald) - flas]d) - ... flan]d) =[] f(2il9)
=1

In(L) =In [f(21]0) - f(z2]?) - f(z3]?) - ... flan]0)]
= In(f(21]0)) + In(f (22|0)) + In(f(23]9)) + ... In(f (zn|0))

N
= Zln(f(xiw»

2. Suche eines Parameters bzw. Parametervektors 1§, der den maximal moglichen Wert der
Likelihoodfunktion liefert.

—,

L(J) = max L(J)

=

€O

Maximierung erfolgt durch

In(L
(a) Bilden der ersten Ableitung 0 ;1(9 ) der Log-Likelihood-Funktion. Bei mehrdimensio-

nalen Parametervektoren miissen die partiellen Ableitungen gebildet werden.
(b) Nullsetzen der ersten Ableitung (stationére Punkte ermitteln).

(c) Uberpriifen anhand des Vorzeichens der zweiten Ableitung ob ein Maximum vorliegt

(zweite Ableitung muss kleiner Null sein).

Normalverteilung
1 i —p)?
f(zilp, o) = o exp (—@202'@) Dichtefunktion
1\ N (g — 1)
L(p,0) = < 5 > exp (—W) Likelihood-Funktion
oV 2m o
> (@i — )’
In(L(p,0)) = Nln(1) — Nn (a\/27r> - (= Log-Likelihood
o
Ableiten nach p und o ergibt:
N
OIn(L(p,0)) _ (@i —p) | i m
o - o2 =0 == Z N7
N 2
O(L(p,0)) N 3 (xi—p)? -2 (i —p)” _ o
do :_;—1— o3 =0 - :Z N N
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Bernoulli-Verteilung

N
L(p) = prl (1—p)l7% = pZi®i (1 — p)N 2w Likelihood-Funktion
i=1
N N
In(L(p)) = Z ziln(p) + [ N — Zmz In(1—p) Log-Likelihood
i=1 i=1
Ableiten ergibt:
81n(L<p))_ZiZL‘¢ N_szZL N N .’L‘Z'_i
o p 1p ép_;N_:U
Exponentialverteilung
F(@i]A) = Ae Vg > 0 Dichtefunktion
N
L(A) = [[re Likelihoodfunktion
=1
N
In(L(N) = 3 In ()\e’)‘ml) =3 [I(A) + (—Azy)] Log-Likelihood
i=1 =1
N
=NIn(A\) = A =
i=1
oln(L(\) N
= — — P = O
B ) ;m
“ N 1
= )\ = N = =
dlimi i T
Poisson-Verteilung
N o
LX) = 1:[1 <w, ‘A> Likelihood-Funktion
N

Log-Likelihood

=1
oln(L(\) SN w1 :
o = 3 N = Ableiten
N .
A= Ei;vl Ti _ g
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Binomialverteilung

el = (2 ot Dichtefunktion
Lp) =] <;A>pf(1 —p)" Likelihoodfunktion
i=1 7
N
n -
In(L(\)) = Z <ln ( > + z;In(p) + (n — ;) In(1 — p)) Log-Likelihood
Zi
i=1

9 In(L(p)) 1 !
=0+ — x| ——— [ nN — x| =0
dp p ; 1-p Z;
N
1 1 niN
=|[=+— | ———=0
<p 1—p>2 I—p
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